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Controle Equation Différentielle Ordinaires (EDO)
Durée: 3 heures

@ } (Deux équations linéaires du 1 ordre, )
Soient a > 0 et yo > 0. On s’intéresse au probléme de Cauchy suivant :

{ Y(t) = —ay(t), t>0, (1)
y(0) = yo.
oL 1. Donner la solution du probléme (1)

(cest-a-dire la fonction y € C([0; +oo[, R) N C*(]0; +00], R) solution de (1)

Soit b > 0. On s’intéresse maintenant au probléme de Cauchy suivant, avec y
donnée a la question 1:

'(t) = =bz2(t) + ay(t), t>0,
{fz((()))=0 (t) + ay(t) > (2)

3 2. On suppose, dans cette question, que a # b

(a) Donner la solution de (2)

+co
(b) Donner les valeurs de lim z(t) et / 2(t)dt.
t—r+-co 0
3 3. On suppose, dans cette question, que a = b.
(a) Donner la solution de (2)

t—r 400
é Exercice 2 | ( Une équation non linéaire du 1°" ordre,)

On s’intéresse au probléme de Cauchy suivant :

+oco
(b) Donner les valeurs de lim z(t) et f 2(t)dt.
0

y'(t) =14+t +sin(t+9%(t)), t>0
{ y(0) =0 )

@ 1. En appliquant les théorémes du cours, montrer que le probléme (3) admet une
solution maximale.

On note y la solution maximale donnée & la question 1,
y € C([0, Tu[, R) N C*(]0, T}, R)

« 2. Montrer que y(t) > 0 pour tout ¢t € [0, T}, .
o, 3. Montrer que T, = +0c0
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Exercice 3

On s’intéresse au probléme de Cauchy suivant:

(0=g00) ccpm ’
y(0) e R

ot f € C* de [0,T] x R dans R est globalement lipschitzienne par rapport a sa
seconde variable avec un coefficient de Lipschitz noté L.
Soit @ un paramétre fixé dans [0, 1]. 4

< o
Etudier, en fonction de a, la consistance, la stabilité et Pordre de la méthode suiv-
ante:

Ynt1 = Yn + hf(tn + ah, Y + ah f(tn, Yn))

Bon courage et bonne inspiration !!!
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Contréle-EDO 2hl5
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Exercice 1

On considére Je probléme de Cauchy

sur Pintervalle ]9, +00[, avec la condition initiale y(1) = 4.

L Justifier que ce probleme admet uye unique solution maximale, notée (2, J).

2. Déterminer g > 0 pour que ¢ — qf s0it solution de ()

3. Montrer que la fonction ¢ — qf — ©(t) ne s’annule pas sur /.

4. On définit P(t) = atf;(t—)

a) Exprimer ¥ en fonction de ¥ et en déduire que v-est solution sur J de I'équation différentielle

1
V' + (6t + z)g, =1 (2)

9. Donner la forme genérale des solutions de (2) sur Jo, +00|.
6. Calculer W(t).
7. Déterminer v et J.

Exercice 2
Soit a >0, b e R of Zo € R. On considére I'équation différentie]]e du premier ordre suivant

0 ER,  2'(t) = —ax(t) + b, VieR, (3)

1. a) Donner explicitement 2.

b) Quel est le comportement de 2(¢) quand ¢ tend Vers +co.

2. Soit h > 0 un pas de temps.

a) Ecrire explicitement le schéma d’Euler explicite & pas constant & pour (3). On notera o )vein) =
(7h)nen la suite des temps d’approximation et (zn) la suite des valeurs approchées correspondanteg.
b) Donner explicitement (@) en.

¢) Quelle condition doit satisfaire /i pour que, quel que soit z, Z,, tende vers L_Er{_nx z(t) quand 7, —s 400,
d) On suppose cette condition satisfajte.

Exprimer en fonction de 4 le nombre minimal de temps d’approximation impliqués dang un caleyl
approché de 2 0,10

Quel est ce nombre lorsque a = 100 7

¢) Répondre 4 a), b) et ¢) en remplacant le schéma d’Euler explicite par le schéma d’Euler implicite.
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Durée: 3 heures

On consideére e probléme de Cauchy suivant :

7. 1 Yy
T 0Viog (1+y?)3 (1)

Y(to) =y

ol lg € - 1;1[, o € R
Les questions 3 et 4 peuvent étre traitées indépendamment de la question 1.

L. Soit ~1 <a<ity<b<1l. On note £ I'ensemble des fonctions continues sur
[a; 8], et pour € E on pose ||| = max io(t)]-
tE|a;

(a) Pourge Eet t e [a; b], on pose

o Bk w(s)
T()(&) = o + / TR T

Veérifier que T est une apphcatmn blen définie sur F, & valeurs dans F.

(b) Montrer que la fonction ¢ est squtlon de (1) sur [a; 8] si et seulement si
@ € L et vérifie Vt € [a;8], o(t) = T(p)(¢)

aA+z27 +$3;2)3 est 5—lipschitzienne sur R. En

(c) Montrer que la fonctlon gz

déduire que
Yo g € B, Vi€ [al], [T(p)(&)—-T®)E) < Clle -y

ou C' est une constante ( indépendante de ¢, ¥ et ) exprimée sous la forme
—1
d’une intégrale que I'on calculera (on rappelle que arccos’(s) = —
ur | —1;1[ ).

(d) Montrer qu’il existe une unique fonction @, € E telle que T(@, ) = ¢a,b_

9. Déduire de la question 1. que le probléme (1) admet une unique solution sur
] = 1; 1[, notée .

3. Que vaut @ siy =07

4. On suppose o > 0.

(a) Montrer que ¢ ne s’annule pas sur | — 1; 1.
(b) En déduire que la fonction ¢ est strictement monotone, et qu’elle a une
limite finie quand ¢ tend vers —1.
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On considére P'équation différentielle :

{ Y'(t) = 2y(t)
Y(0) =5

L. Veérifier que la solution analytique est y(¢) = 5e*.

—_— —

1 , :
2. En posant h = 7V @ montrer que les approximations fournies par la méthode
d’Euler explicite peuvent s’écrire comme g, = 5(1+2h)", pour n = 0, ..., N.

3. Vérifier numériquement que l'erreur e(h) se comporte suivant Ia relation
e(h) ~ Kh, ot K est une constante

- Soit le probléme de Cauchy 4" = f(¢,y), y(0) = Yo, avec f : [0,7] xR — R
' globalement Lipschitzienne par rapport a y, uniformément en ¢. Etudier la consis-
tance et la stabilité de la méthode (dite de_Heun)_

g el e T
yn-‘l-l:yn+h[§f(tn=yn)+§f(tn+17yn+hf(tn,yn))J ol %, =nh, h:I_V'
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